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L’objet de ce travail est d’essayer d’etendre au cas des espaces de Banach 
quelconques plusieurs resultats de la theorie des operateurs monotones dans 
les espaces de Banach r@exifs. 
Le developpement de la thtorie dans les espaces de Banach reflexifs 
repose sur l’etude de la rbolvante (hJ + T)-l d’un operateur monotone T. 
Le theortme d’existence fondamental affirme que sous certaines conditions, 
cette resolvante st partout definie; il n’est plus vrai saris l’hypothtse de 
reflexivite. On introduit ici pour chaque E > 0 une rt!solvante approchbe 
(/\JE + T)-l, et on demontre pour (hJF + T)-l dans le cas general un thee- 
&me d’existence analogue acelui connu pour (h] + T)-l dans le cas reflexif. 
Cette etude conduit a distinguer une classe particuliere d’operateurs, les 
operateurs monotones de type dense, condition qui apparait dans la recherche 
des prolongements monotones d’un operateur monotone au bidual de l’espace. 
On montrera qu’entre autres les operateurs monotones derivant du calcul 
des variations sont de type dense. Les No 2 a 6 traitent ces questions. 
Les applications de dualite’ approchkes Jc , quoique non monotones, se 
cornportent du point de vue des majorations comme l’application de dual& J, 
ce qui permet souvent d’utiliser la resolvante approchee de la m&me facon 
que la resolvante. Les No 7 a 9 exploitent cefait pour generaliser aucas non 
reflexif certaines proprietes des operateurs monotones connues dans le cas 
reflexif. 
Au No 10, comme application, on resoud dans le cadre des espaces d’orlicz 
(non reflexifs) une equation elliptique contenant une non 1inCaritC de type 
exponentiel. L’exemple don& comporte de nombreuses variantes. 
* Charge de Recherches du F.N.R.S. 
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Le plan est le suivant :
1. Preliminaires. 
2. OpCrateurs monotones de type dense. 
3. Exemples. 
4. Rtsolvante approchee. 
5. PropriCtCs de la resolvante approchee. 
6. Cas des operateurs de X* dans X. 
7. PropriCtCs de convexite. 
8. ProprittCs de surjectivite. 
9. Operateurs monotones localement born&s. 
10. Application. 
1. P~LIMINAIRES 
1. Soit (E, F) un couple d’espaces vectoriels reels en dualite; le produit 
scalaire entre x E E et x* E F est note (x, x*). 
Un sous-ensemble G de E x F est dit monotone si 
(x-yY,x*-Y*)30, V(x, x*) E G, V(Y, Y*> E G; 
G est dit monotone maximal s’il est maximal parmi les sous-ensembles mono- 
tones de E x F ordonnes par inclusion. Un op.&ateur monotone (resp. mono- 
tone maximal) T : E -+ F est une multi-application de E dans F dont le 
graphe 
gr T = {(x, x*) E E x F; x* E TX} 
est un sous-ensemble monotone (resp. monotone maximal) de E x F. 
Le domaine et I’image de T : E -F F sont definis respectivement par 
D(T) = {x E E; TX # vide} et R(T) = u TX, 
ED(T) 
l’operateur inverse T-l : F -+ E par T-lx* = {x E E; x* E TX), et la somme 
TI + T2 de deux operateurs par 
(TI + T,) (x) = {xl* + x,*; x1* E T,x et x2* E T,x}. 
On trouvera dans [lo, 161 une importante bibliographie au sujet des opt- 
rateurs monotones. 
2. Dans cet article, X designera un espace de Banach r&eel, X* son dual et 
X** son bidual. 
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Soit f une fonction convexe definie par-tout sur X, a valeurs dans 
]- 00, + co], non identiquement egale A + co et semi-continue inferieure- 
ment, en abrCgC une fonction convexe propre s.c.i. sur X. On designe par 
dom f, le domaine effectif def, l’ensemble (convexe) des points ou f est 
finie. 
La multi-application af :X-+ X* definie par 
af(x) = ix* E x*;f(~) 3f(x) + (Y - X, x*) VY E 3 
s’appelle sow-di$!rentiel de f. Minty [18] et Moreau [20] dans des cas 
particuliers puis Rockafellar [23, 241 d ans le cas general ont montre que 
af : X-+ X* est monotone maximal. 
Rappelons que la conjuguee de f est la fonction f * sur X* definie par 
f*(X*) = sup((x, x*> -f(x); x E X}, (1.1) 
et que l’on a 
(x, x*> <f(x) +f *(x*), vxxx, vx* E x*, 
1’CgalitC ayant lieu si et seulement si x* E af (x), On definit de la mCme facon 
la conjuguee f ** de f * et le sous-differentiel af * :X* -+ X**, et la restric- 
tion def** a X (consider6 comme sous-espace de X**) coi’ncide avec f et 
celle de (af *)-I avec af. 
LEMME 1.1 (cf. [21, 221). Soient g et h deux fonctions conwexes propres 
s.c.i. SW X. On suppose qu’il existe un point de domg CT dom h OZI I’une des 
deux fonctions est continue. Alors (g + h) * * = g * * + h * * SUT Xx *. 
On utilisera le sous-di,tfrentiel approche’ de f qui est la multi-application 
(gtneralement non monotone) a, f : X + X* definie pour E > 0 par 
a,f (x) = (x* E X*;f (y) df (x) + (Y - x, x*> - 6 vy E Xl 
= 1x* E x*; (x, x”) > f (x) + f*(X*) - C}. 
D’aprbs le thtoreme de Hahn-Banach, II(a, f) = dom f. 
LEMME 1.2 (cf. [5]). Soit f une fonction convexe propre s.c.i. SUY X. Suient 
x* E a,f (x) et r] > 0. I2 existe y E X et y* E X* v&3ant y* E af (y), 
ll~--lld17et/Iy*--*II~~/~. 
On trouvera dans [21] une importante bibliographie au sujet des fonctions 
convexes et de la sous-differentiabihte. 
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3. Soit + : R+ -+ R+ une fonction continue strictement croissante lle que 
$(O) = 0 et 4(y) - + 00 q uand Y ---f + 00. L’application de dualite’ J (de 
jauge 4) de X dans X* est dtfinie par 
lx = ix* E X*; (x, x*> = II x II I x* II et II x* II = $(I1 x II)}. 
D’aprb le theoreme de Hahn-Banach, D(J) = X. 
Notons y5 la fonction reciproque de 4 et posons 
@P(y) = ,; (b(s) ds, Y(r) = .r: #(s) ds. 
Asplund [2] a montre que J est un sous-differentiel: J = 8j ouj(x) = @(I\ x II), 
et il resulte de [l] que j*(x*) = Y(u(i\ x* 11) et que j**(x**) = @(I\ x** 11). 
On definit l’application de dualite’ approche’e JE comme le sous-differentiel 
approche de j : x* E Jex si et seulement si 
(x, x*> > j(x) + j*(x*) - c. 
Pour chaque x E X, l’interieur (pour la norme de X*) de J6x contient Ix. 
On deduit de I’inCgalitC de Young 
que x* E Jfx entraine (x, x*) 3 // x // (/ x* [I - E. 
LEMME 1.3. L’ope’rateur (non monotone) JE : X-+ X* transforme un borne’ 
de X en un borne’ de X*, et est coerc;f c’est-&dire 
(x, x*> 
II x II -++a lorsque x*E],x et [[XII--+ co. 
Dkmonstration. On deduit de 
et des propriMs de la jauge + que G(r)/ Y-++ coquandr-++ co;dem&me 
y(r)/r -+ + CO quand Y + + 00. Le lemme resulte alors de la definition de
I c * Q.E.D. 
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2. OPI~RATEURS MONOTONES DE TYPE DENSE 
On identifie X a un sous-espace d X** qui est dense dans X** pour la 
topologie la moins fine sur X** rendant continues les applications 
X** -+ R : x** + (x**, x*), vx* E X”, 
X**-+R:x**-+j!x**j/ 
(la densite se deduit du fait que la boule unite de X est u(X*‘~, X*)-dense 
dans la boule unite de X**). Cette topologie sur X**, notee eFr , est plus 
fine que u(X**, X*) et moins fine que )I 1); ce n’est generalement pas une 
topologie d’espace vectoriel topologique. On designe par Ya la topologie sur 
X** x X* produit de YI et de jj // .
DEFINITIONS. Un sous-ensemble monotone G de X x X* est dit de type 
dense s’il existe un sous-ensemble monotone maximal G’ de X** x X* 
contenant G tel que G soit dense dans G’ pour la topologie Fa . Un operateur 
monotone T : X + X* (resp. S : X*---f X) est dit de type dense si son 
graphe (resp. {(x, xx); (x*, x) E gr S}) es un sous-ensemble monotone de t
type dense de X x X*. 
Soient G un sous-ensemble monotone de X x X* et G sa fermeture dans 
X** x X* pour Fa . Puisque le produit scalaire (,) est continu sur 
Xx* x X* pour Ya , la fermeture d’un ensemble monotone est monotone, 
d’oti toute extension monotone maximale de G dans X** x X* contient G. 
G est done de type dense si et seulement si G est monotone maximal dans 
x** x X”. 
LEMME 2.1. Soit G un sow-ensemble monotone de type dense de X x X*. 
Alors G est l’unique extension monotone maximale de G dans X** x X*. De 
plus (x**, x*) E CT si et seulement si 
(X **-y,x*-y*)g30, VY, Y*> E G. (2.1) 
Dt!monstration. La premiere partie du lemme resulte du raisonnement 
ci-dessus. Ensuite, (x**, x*) 6 G implique (2.1) car G est monotone. InversC- 
ment, si (x**, x*) verifie (2.1), on a par continuite 
lx ** _ Y **,xc -y*> z 0, vy**, Y*) E G 
ce qui montre que (x**, x*) E G puisque G est maximal. Q.E.D. 
On note T la fermeture de T pour Fa: gr T = gr T. L’operateur monotone 
T : X -+ X* est done de type dense si et seulement si l’operateur monotone 
T:X**-+X* est maximal. Notation analogue pour un operateur 
s:x*-+x. 
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Remarques. 1. Si I’espace de Banach X est r$exx;f, tout operateur 
monotone maximal T : X -+ X* est de type dense, et T = T. 
2. Un operateur monotone de type dense n’est pas necessairement 
maximal: prendre X = R, D(T) = {x E R; x f 0) et TX = 0, Vx E D(T). 
3. Si X*, (/ 11 est separable, G C X** x X* est ferme pour Fa si et seule- 
ment si G est sequentiellement ferme pour & . 
3. EXEMPLES 
TH~OR~ME 3.1. Soit f une fonction convexe propre s.c.i. sur X. Son sous- 
di@rentiel af : X --+X* est un ophateur monotone de type dense. De plus 
Zf = (af*y. 
Ce theoreme precise un resultat de [24] qui dit que (x**, x*) E gr(af *)-l 
si et seulement si il existe une suite gCnCraliste {(xi , xi*); i E I} d’elements de 
gr af qui converge vers (x**, x*) dans X** x X* pour la topologie produit 
de a(X **, X*) et de 11 11 et telle que {xi; i ~1) soit borne dans X. Sa demon- 
stration s’inspire d celle de [24]. 
LEMME 3.1. Soit f une fonction convexe propre s.c.i. sur X. Pour tout 
x* * E X* *, il existe une suite gthnkalis~e {xi; i E I> dans X telle que 
xi -+ x** pour 4X **,x* 
II xi II - II x** II et f(*J-+f**l;**). 
(3.1) 
On sait [21] que f ** est la regularisee s.c.i. def sur X** pour u(X**, X*). 
Le lemme 3.1 montre que f * * est aussi la regularisee s.c.i. def sur X** pour 
la topologie (plus fine) FI . 
Dt!monstration du lemme 3.1. On note K = domf, K’ la fermeture de K 
dans X et K la fermeture de K dans X** pour u(X**, X*). Soit x** E X**. 
Si f **(x**) = + co, la conclusion du lemme suit de ce que pour Fr , X est 
dense dans X* * et f * * est s.c.i, Supposons done f **(x**) fini, d’oh x** E xi. 
On commence par prouver que pour chaque E > 0, il existe une suite 
gCnCralisCe (xi; i E I} dans X telle que 
xc -+ x** pour 0(x**, x*> 
IIxtII < Ix**Il +% ViEI et f (xi) dj**(x**). (3.2) 
Tout d’abord il existe x E K avec /I x (/ < /I x** j/ + E. En effet, comme 
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x** ER, un tel x existe si infV,, 1Iy 1) qui vaut inf,,,f l/y /I est &gal B 
infyt*Ex j/y** /I ,c’est-S-dire si 
Oh 
g(y) = IIY II + GMY) et NY**) = NY** II + MY**), 
zjK, (resp. t,hR) Ctant la fonction indicatrice de K’ dans X (resp. R dans X**)l; 
mais cette CgalitC est satisfaite puisqu’en appliquant le lemme 1.1, on trouve 
g ** = h. Dtsignons par B (resp. s) la boule dans X (resp. X**) de centre 0 
et de rayon /j x** I/ + E, et calculons (f + #J **. Puisqu’il existe x E K avec 
II x II < II x** II + E, on peut appliquer le lemme 1.1, ce qui donne (f + +hB)** 
= f ** + 4s . En particulier 
f **(x**) = (f + $q** (x**). 
Comme (f + Ad** est la rCgularisCe s.c.i. de (f + #,J sur X** pour 
4x **,x*) on dCduit de cette CgalitC l’existence d’une suite gCnCrali&e 
dans X v&&ant (3.2). 
On considkre maintenant sur X ** la topologie la moins fine rendant 
continues les applications 
X** -+ R : y** ~--t (y**, y”), vy* E x*, 
X** -+ R : y** I-+ (1 y** (1, 
x** -+I- 03, + co] :y**l-+f **(y**). 
La semi-continuid infkrieure de la norme sur X** pour 0(X**, X*) et (3.2) 
impliquent que tout voisinage V de x** pour cette topologie contient un 
point xv de X. La suite gCnCralisCe {xv; V voisinage de x**} &pond alors aux 
conditions du lemme. Q.E.D. 
Dimonstration du Thborkmz 3.1. Puisque (af *)-l : X** -+ X* est mono- 
tone maximal, il suffit de prouver que v, la fermeture de af pour K , coi’n- 
tide avec (8f *)-l. 
On vkrifie ais6ment que gr q C gr (8f *)--I. En effet, si la suite ghCrali&e 
((xi , xi*); i ~1) d’klkments de gr af converge pour .5Zz vers (x**, x*), on a 
d’oh 
AXi) +.f*c%*> = (Xi > xi*), ViEI, 
f**(x**) +f*(x*) < lim inf(f(xJ +f*(xi*)) = <X**, X*), 
ce qui montre que x** E af*(x*). 
1 $&) = 0 si xE K’, + W si x $ K’. 
378 GOSSEZ 
Inversement, soit x* * E 8f *(x*). Considerons une suite generalisee 
(xi; i~1) verifiant lacondition (3.1) du lemme 3.1 et posons 
Ei =f(xJ +f*(x*) - (Xi ) x*> >, 0. 
Pour chaque i E I, x* E acz f(xJ, d’oii d’apres le lemme I .2, il existe yi E X 
et yi* E X* satisfaisant 
D’autre part ci-+O car ei +f**(z**) +f*(~*) - (x**, x*) qui est nul 
puisque x* * E af *(x*). On en deduit que la suite gCnCralisCe (( yi , yi*); i E I} 
d’elements de gr af converge vers (x**, x*) pour Fs . Par consequent 
gr(aj *)-l C gr @. 
Q.E.D. 
PROPOSITION 3.1. Soit S : X* --f X WI opbateur monotone hkmicontinu 
de domaine D(S) = X*. Alors S est monotone de type dense. De plus s = S. 
D6monstration. 11 suffit de verifier que S : X*+X** est monotone 
maximal, ce qui resulte d’un argument bien connu base sur l’hemicontinuite 
de S (cf. par example [7]). Q.E.D. 
On rencontre des operateurs verifiant les hypotheses de la proposition 3.1 
(avec X non reflexif) dans l’etude de certaines inequations variationnelles 
elliptiques [4], ainsi que dans l’etude des problemes aux limites elliptiques 
pour des equations dont les coefficients ontune croissance non polynomiale 
PI. 
Remarque. Les resultats precedents uggerent la question suivante: tout 
sous-ensemble monotone maximal de X x Xx est-il de type dense ?2 
Rappelons qu’une forme d’appui d’un ensemble convexe ferme C de X 
est un Clement X* E X* tel que (., x*) atteigne son supremum sur C. Cela 
revient a dire que x* appartient a l’image du sous-differentiel de lafonction 
indicatrice d C. 
COROLLAIRE 3.1. Soient C un ensemble convexe fermi de X et c sa ferme- 
ture duns X** pour a(X**, X*). Soit x* une forme d’appui de e en x**. I1 
2 Added in proof. 11 est maintenant connu que tous les ophteurs monotones 
maximaux ne sent pas de type dense. Notons aussi que les op&-ateurs monotones 
maximaux consid&& par Rockafellar 29 en liaison avec des probli?mes de minimax 
sent de type dense. 
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existe une suite gt%ralis&e ((xi , xi*); i E I>, avec xi* forme d’appui de C en x, , 
qui converge vers (x**, x*) pour &. 
Dtkonstration. Appliquer le thCor&me 3.1 en prenant pour f la fonction 
indicatrice d C. Q.E.D. 
COROLLAIRE 3.2. Soit C un ensemble convexe de X. Les fermetures de C 
dans X** pour 0(X**, X*) et pour YI coincident. 
4. R~OLVANTE APPROCHPE 
Lorsque X est rk!ex$, la rksolvante (h J + T)-l, X > 0, d’un opkrateur 
monotone maximal T : X-+X* est partout dkfinie (cf. [7, 17, 18, 201 dans 
des cas particuliers, [9 lo] dans le cas gCnCra1). La proposition suivante 
montre qu’en gCntra1 ce rksultat n’est plus vrai sans l’hypothkse de rkflexi- 
vitC. 
PROPOSITION 4.1. L’application de dualitb J : X + X* est surjective si et 
seulement si X est r@exif. 
Dkmonstration. C’est une conskquence du thCor&me de James [12] qui dit 
qu’un espace de Banach Y est rCflexif siet seulement si toute forme linkaire 
continue sur Y atteint son supremum sur la boule unit6 de Y. Q.E.D. 
Par contre, on vkrifie facilement que l’application de dualit approchke 
Jc : X-+ X* est toujours urjective. Ceci suggkre de dCfinir dans un espace 
de Banach non (nkessairement) r@exif la notion de rksolvante approchke 
(Al, + T)-l. 
THBOR~ME 4.1. Soit T : X---f X* un opkrateur monotone de type dense. 
Alors R(XJ, + T) = X*, VX > 0, Vc > 0. 
La dkmonstration de ce thkorbme utilise l lemme de prolongement de 
Debrunner et Flor [l I] tel qu’il a CtC gCntralisC par Browder [S] (voir aussi 
[191). 
LEMME 4.1 (cf. [S]). Soient E et F deux espaces localement convexes s&art% 
mis en dualite’par un produit scalaire <,> que l’on suppose continu sur les produits 
de compacts. Soient K un convexe compact de E et G un sow-ensemble monotone 
de K x F. Soit A : K -+ F une multi-application semi-continue supkrieurement 
telle que Ax soit convexe fermi! non vide pour chaque x E K et useR Ax soit 
contenu dans un convexe compact de F. Alors il existe (x, x*) dans le graphe de A 
tel que G u {(x, x*)} soit encore monotone. 
409/34/2-'0 
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D&nonstration du thbordnze 4.1. Pour X > 0 et x* E X*, l’operateur 
x w l/A (TX - x*) verifie les memes hypotheses que T. 11 suffit done de 
montrer que 0 E R(Je + T), t/e > 0. 
Soit F l’ordonne filtrant croissant des sous-espaces F de dimension finie 
de X. On note i, l’injection naturelle de F dans X et i,* l’application duale de 
X* sur F*. Prenons F E B et r > 0. D’apres le lemme 4.1 applique aux 
espaces finidimensionnels F et F*, au compact convexe {x E F; 11 x j/ < r} et 
aux operateurs i,*Ti, et - iF*JiF , il existe x~,~ EF et x$,~ E X* verifiant 
et 
(XF.r - y, - $7 -r*> 2 0 
pour tout (y, y*) E: gr T avec y E F et I/ y /I < r. Par passage a la limite lorsque 
r -+ + co, on en deduit l’existence de xF E F et de xF* E X* verifiant 
xF* E JxF et 
(XF - y, - x)7* - y*> 2 0 (4.1) 
pour tout ( y, y *) E gr T avec y E F. La coercivite de J entraine que xF et xF* 
restent born& dans X et X* respectivement lorsque F parcourt %. En pre- 
nant une suite gCnCralisCe partielle, on peut done supposer 
XF ---f x** E x** pour 0(x**, X”) 7 
x,*+x*EX* pour 0(x*, X). 
Montrons que x** E D(T) et - x* E TX **. Tout d’abord on a 
<x**, x*) < lim inf(x, xF*) 
puisqu’il suit de (4.2) et de xF* E JxF = i$(x,) que 
(x**, x”) ,j**(x**) +j*(x*) 
< lim inf((jxF) + j*(xF*)) = lim inf(x, , xF*). 
On en deduit que 
(x ** - y, - x* - y*> 3 0, VY, Y*) E gr T 
(4.2) 
car (4.1) et (4.2) entrainent 
lim sup<xF, XF*) < (y, r*> + <r, x*> - (x**, r*> (4.3) 
pour tout (y, y*) E gr T. Comme T est monotone de type dense, on conclut 
au moyen du lemme 2.1 que - x* E TX**. 
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Montrons maintenant que x** E aj*(x*). Tout d’abord on a 
lim sup(x, , xr*) < (x**, x*). 
En effet, il suit de (4.3) que 
lim supC+, G*) < (y**, y*> + (y**, x*> - b**,y*) 
pour tout (y**, y*) E gr T; eny remplacant (y**, y*) par (x**, - x*) E gr T, 
on obtient la relation cherchee. On deduit alors de 
(x**, x”) .j**(x**) +j*(x*) 
< lim inf(xr , xr*) 
< lim sup(x, , xr*) < (x**, x*> 
que x** E aj*(x*). 
Puisque - x* & TX**, il existe une suite genCralisCe ((xi, - xi*); i 61) 
d’elements de gr T qui converge pour Fa vers (x**, - x*), Or les fonctions 
‘** 3 et j* sont continues ur X **, FI et X*, 11 I/ respectivement. D’ou 
0 <j(x,) + j*(xc*) - (xi , xi*) -+j**(x**) + j*(x*) - (x**, x*) 
qui est nul car x** E aj*(x*). &ant don& E > 0, il existe done un indice 
i, tel que 
0 d j(qJ +i*(xz> - (xi0 , xc> < E, 
ce qui montre que xc E JExiD .Comme par ailleurs - xi”, E Tx,~ , on obtient 
0 E J,XiO + Txi * 0 Q.E.D. 
COROLLAIRE 4.1. Soit f une fonction convexe propre s.c.i. sur X. Alors 
R(hJe + af) = X*, VA > 0, VE > 0. 
5. PROPRII% DE LA RBSOLVANTE APPROCHBE 
Les propositions suivantes fournissent des indications sur l’ensemble des 
solutions x de l’equation x* E (A J< + T) x et sur son comportement lorsque 
c JO. 
PROPOSITION 5.1. Soit T : X -+ X* un opdrateur monotone. L’ensemble 
des solutions x de x* E (A _I, + T) x est born6 dans X, et cette majoration est 
uniforme lorsque x *, h et E vurient out en vt+iant /I x* I/ < M, X 3 A, > 0 
et E < co . 
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Dkmonstration. Soit x E (A Jc + T)-l * x c’est-a-dire x* = hy* + x* avec 
y* E Jcx et x* E TX. Fixons (u, u*) E gr T. La monotonie de T implique 
(x,y*) df(x-u,x* - u*> + <%y*). 
Or (x, y*) 3 I] x i/l/ y* jj - E car y* E JEx. Par consequent lorsque x*, h et E 
varient suivant l’enonce, on a 
II x II l/y* II < Cl II */I + c‘z llY* II + c3 
\ ou cr , c2 et c3 sont des constantes positives. Comme y* E JcOx, ]I x jl --f + CO si 
et seulement si 11 y* ]I -+ + 00 (lemme 1.3). On en deduit que x reste borne 
dans X. Q.E.D. 
PROPOSITION 5.2. Soit T : X--f X* un opkateur monotone maximal. 
Soient x* E X*, h > 0 et E > 0. L’ensemble d s solutions x de x* E (A], + T) x 
est fermi’ pour la norme de X. 
Dkmonstration. Soit (xi; i E I} une suite generalisee born&e d’elements de 
(Al, + T)-l * ’ x qm converge en norme vers x. Posons x* = Ayi* + zi* avec 
yi* E JExi et zi* E Txi . D’apres le lemme 1.3, yi* reste borne dans X*, d’oti 
en prenant une suite gCnCralisCe partielle, on peut supposer que yi* -+ y* 
pour 0(X*, X). Comme JE est ferme de X, /I 11 dans X*, 0(X*, X), on a 
y* E J,x. En passant a la limite dans les inegalites qui expriment que T est 
monotone maximal, on deduit de x* - Ayi* E Txi que x* - Ay* E TX. Par 
consequent x E (A J( + T)-l x*. Q.E.D. 
Remarque. En general ’ensemble (A J, + T)-l x* n’est pas convexe. En 
effet, [28] construit sur X = L2(0, 1) une fonction f convexe propre s.c.i. 
telle que D(af) ne soit pas convexe. Soient alors x et y E D(aj) avec 
En choisissant E suffisamment grand, on a 
x et y E ( Jc + aj)-lO = (z E X; - ??f(x) n J,z # vide}, 
mais il est evident que 
F $ (16 + f>-’ 0. 
En passant ala limite lorsque E J, 0 dans la resolvante approchte, on trouve 
le resultat suivant oti J dtsigne la fermeture de J pour Y2, c’est-a-dire 
(theoreme 3.1) l’inverse d l’application de dualite aj*. 
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PROPOSITION 5.3. Soit T : X + X* un ophateur monotone de type dense. 
Soient x* E X* et X > 0. Pour E > 0 prenons x, dans (A JE + T)-l x*. Alors 
x, reste born6 dans X lorsque E 4 0. De plus il existe une suite gtWral&e partielle 
telle que x, -+ x** pour 0(X**, X*) et 1) x, iI-+ )/ x** Ij , x** satisfaisant 
x** E (AJ + T)-l x*; si X** est strictement convexe, ce qui p&&de a lieu 
lorsque 6 4 0, saris prendre de suite gtGukalis6e partielle. 
De’monstration. 11 suffit de considerer le cas x* = 0 et X = 1. On a done 
x, E (Jc + T)-l 0 c’est-a-dire 0 = yE* - yE* avec ye* E Jp6 et - y6* E TX,. 
Puisque xe reste borne dans X lorsque E J 0 (proposition 5.1), ye* reste borne 
dans X* (lemme 1.3), d’oh en prenant une suite gCnCralisCe partielle, on 
peut supposer 
x,+x**EX** pour 4X **, X” >7 
ye* + y* E x* pour c(x*, X). (5-l) 
Montrons que x** E D(T), - y* E TX** et y* E lx**. Tout d’abord on a 
(x**, y*) < lim inf(x,, ye*) 
puisqu’il suit de (5.1) et de ye* E JCx6 = a,j(x,) que 
(x**, Y*> Gj**(x**) + j*(y*) 
d lim WA4 + j*(y,*>) 
< lim inf((x, yc*) + 6) = lim inf(x, , y.*>. 
On en deduit, comme dans la demonstration du theortme 4.1, que 
- y* E TX**. On prouve alors, comme precedemment, que 
et que y* E fx**. 
lim sup(x, , y,*> < (x**, Y*> 
En prenant hentuellement une nouvelle suite gCnCralisCe partielle, on a 
I( x, (1 ---f (1 x** (I .En effet, 
d’oh 
j**(x**) + j*(y*) 3 (x**, y*) = lim(x, , y6*) 
3 lim inf( j(xJ + j*(yp*) - l ) 
> lim infj(xJ + j*(y*), 
j**(x**) 2 lim inf j(xJ. 
Vu la forme-explicite d j**, on en deduit II x**II 3 liminfIIx,I), ce qui 
entraine que 1) x** II = lim inf II x, 1) ,d’oh 1’CnoncC. 
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Enfin si X** est strictement convexe, l’operateur J + T est strictement 
monotone car / pest. 11 existe done au plus un x** solution de 
OE(J$- qx**, ce qui achtve la demonstration. Q.E.D. 
COROLLAIRE 5.1. Soit T : X -+ X* un opkateur monotone de type dense. 
Alors XJ + T : X** + X* est surjectif Qh > 0. 
COROLLAIRE 5.2 (cf. [9, lo]). On suppose X r.$exif. Soit T : X-t X* 
un ope’rateur monotone maximal. Alors R(X J + T) = X*, Qh > 0. 
6. CAS DES OPkRATEURS DE x" DANS x 
On peut aussi considerer la resolvante approchee d’un operateur 
S : X* -+ X. Designons par S, l’operateur t anslate d S par x E X: 
s, :x*+x:y*F+sy* + x, 
et par G, I’operateur inverse de JE de domaine D(G,) = X*. Le resultat 
suivant se demontre de la mCme faTon que le theoreme 4.1. 
THBOR~ME 6.1. Soit S : X* -+ X un operateur monotone tel que S, soit 
de type dense pour chaque x E X. Alors R(hG, + S) = X, QX > 0, QE > 0. 
COROLLAIRE 6.1. Soit S : X* - X un ophateur monotone he’micontinu 
de domaine D(S) = X*. Alors R(hG, + S) = X, Qh > 0, QE > 0. 
COROLLAIRE 6.2. Soit f une jonction convexe propre s.c.i. sur X. Alors 
R(XG, + (af)-‘) = X, Qh > 0, QE > 0. 
Demonstration. Poser S = (af)-l et appliquer le theortme 3.1 a 
S, = (8f&l oh fi est defini par f%(y) = j(y - x). Q.E.D. 
7. PROPRI~TJ~ DE CONVEXITY 
Dans [ 121 on a caracterise au moyen de la resolvante l s elements de l’image 
d’un operateur monotone maximal d’un espace de Banach reflexif dans son 
dual. On &end ici ce resultat au cas non reflexif en utilisant laresolvante 
approchee. 
PROPOSITION 7.1. Soit T : X + X* un opirateur monotone de type dense. 
Soit x* E X*. Fixons E > 0 et prenons, pour h > 0, xA E (hJe + T)-l x*. 
Alors x* E R(T) si et seulement si x,, reste borne dans X lorsque X $0. 
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Dkmonstration. On ecrit x* = Xy,* + zh* avec yA* E Jp,, et z, * E TxA . 
Supposons d’abord que x* E R(T) : x* E TX**. La monotonie de T 
implique 
<x**, YA*> t 6% 3 YA*l*>, 
ce qui entrainej**(x**) >j(x,J - c. 0 n en deduit que x, reste borne dans X 
independamment de X > 0. 
Inversement, si x, reste borne dans X lorsque X .J 0, on peut supposer, en 
prenant une suite gCnCralisCe partielle, que x,-+x** pour 0(X**, X*). 
La monotonie de T implique 
@A - 24, (x* - hyA*) - u”) > 0, V(u, u*) E gr T, 
d’oh a la limite, puisque yn* reste borne dans X* (lemme 1.3), 
(x** - u, x* - 21”) > 0, V(u, u*) E gr T, 
ce qui, d’apres le lemme 2.1, entraine x* E TX**. Q.E.D. 
Appelons simplexe l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points et 
designons par conv C I’enveloppe convexe de C. Pour simplifier, on va utiliser 
ci-dessous lajauge particulihe 4(r) = r; done JC = a,j oti j(x) = 4 1) x 112, et
IIl4l-llx*IlI~~~~ (4 E ors ue x* E Jp. La proposition suivante, qu’il est 
interessant de comparer a la prtddente, generalise aussi un resultat de [12]. 
PROPOSITION 7.2. Soit T:X -+ X* un opkateur monotone de type dense. 
Soit x* E X*. Fixons E > 0 et prenons, pour X > 0, xA E (A JE + T)-1 x*. Si 
x* E conv R(T), alors dx x, reste borne’ dans X lorsque h 4 0, et cette majoration 
est unifOrme lorsque x* parcourt un simplexe de conv R(r). 
Dt!monstration. Considerons x* dans un simplexe fix6 S de conv R(T). 
S est contenu dans un simplexe s’ de la forme 
oh xi* E R(T). Le theoreme 4.1 permet d’ecrire x* = hyA* + a,+* avec 
YA* E 1~ et G* E TX, ainsi que xi* = hy& + a& avec y& E JgcisA et 
Z& E Tx,,~ . D’apres la proposition 7.1, chaque X<,A reste borne dans X 
lorsque h 4 0. Comme T est monotone, on a, pour chaque i = l,..., N
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c’est-a-dire, en posant 
( 
XA - Xi,0 ,(1 - Pi) xi* - ; &xi* + AyA* - A$,) < 0. 
3-l 
ffi 
En multipliant lapremiere inegalite (i= 1) par ,ul ,la deuxibme (i = 2) par 
p2 ,-.* et en additionnant, on obtient 
d’oh 
x 2 PiCxA - xi,A , YA* - Y&> d c, 
i=l 
wx, Y Yn”) ,< Cl + AC2 + AC, II XA II + AC* llYn* II; 
ci-dessus les constantes c, ci ,..., cqdependent de x1*,..., xN* (c’est-a-dire 
de S’) mais ne dependent ni de x* G 5” ni de X > 0. Comme yh* E JcxA avec 
1, = a,($ 11 112), onen deduit 
x II XA II2 G c5 + hi + AC, II XA II 
avec de nouvelles constantes cs , cs et c, . 11 en resulte que 4x I/ x,, Ij reste 
borne lorsque A J 0, uniformement lorsque x* parcourt S’. Q.E.D. 
TH~OR~~ME 7.1. Soit T : X + X* un opirateur monotone de type dense. 
Alors cl R(T) est convexe (cl d&&e la fermeture pour la norme). 
De’monstration. 11 suffit de prouver que conv R(T) C cl R(T). Soit 
x* E conv R(T). Fixons E > 0 et Ccrivons (theoreme 4.1) x* = Ay,* + zA* 
avec yn * E JExA et zA* E TX, en utilisant la jauge particuliere d(r) = r. 
D’apres la proposition precedente, d/h x, reste borne dans X lorsque X JO, 
d’oh dxyA* reste borne dans X* lorsque X LO. On en deduit que 
converge en norme vers zero lorsque hJO, ce qui montre que x* E cl R(T). 
Q.E.D. 
COROLLAIRE 7.1 (cf. [27]). On suppose X rbjlexif. Soit T : X -+ X* un 
opkateur monotone maximal. Alors cl D(T) et cl R(T) sont convexes. 
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On peut ttudier de la m&me facon un operateur S : X* -+ X et demontrer 
les resultats suivants (la proposition 7.4 suppose que l’on utilise la jauge 
particuliere +(r) = r). 
PROPOSITION 7.3. Soit S : X* + X un ophateur monotone maximal tel que 
S, soit de type dense pour chaque x E X. Soit x E X. Fixons E > 0 et prenons, 
pour /\ > 0, xh* E (AG, + S)-l x. Alors x E R(S) si et seulement si x~* reste 
borne’ darts X* lorsque /\ J 0. 
PROPOSITION 7.4. Soit S : X* + X un opkateur monotone tel que S, 
soit de type dense pour chaque x E X. Soit x E X. Fixons E > 0 et prenons, pour 
A > 0, xA* E (hG, + S)-l x. Si x E conv R(S), alors dix,* reste borne’ dans 
X* lorsque h I 0, et cette majoration est uniforme lorsque x parcourt un simplexe 
de conv R(S). 
THBORBME 7.2. Soit S : X* -+ X un operateur monotone tel que ,619, soit 
de type dense pour chaque x E X. Alors cl D(S) et cl R(S) sont convexes. 
COROLLAIRE 7.2. Soit S : X* + X un operateur monotone hemicontinu de 
domaine D(S) = X*. Alors cl R(S) est convexe. 
COROLLAIRE 7.3 (cf. [5]). Soit f une fonction convexe propre s.c.i. sur X. 
Alors cl D(8f) et cl R(af) sont convexes. 
8. PROPRIBTBS DE SURJECTIVIT~ 
Lorsque X est rtflexif, un operateur monotone maximal T : X -+ X* 
est surjectif s’il est coercif (cf. [7] dans un cas particulier, [9 lo] dans le cas 
general). La proposition 4.1 montre que ce resultat n’est plus vrai saris l’hypo- 
these de reflexivite. 
THBORBME 8.1. Soit T : X -+ X* un operateur monotone de type dense. 
On suppose T coercif c’est-a-dire, pour un certain x,, E X, 
lorsque x E D(T), x* E TX et (/ x Ij -+ + co. Alors R(T) est dense darts X* pour 
la norme de X*. De plus R(T) = X*. 
Demonstration. I1 suffit de montrer que R(T) = X*, la densite de R(T) 
resultant alors de la definition de T. Soit x* E X*. Fixons E > 0. D’aprb le 
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theoreme 4.1, on peut Ccrire x* = hy,* + z,,* avecy,,” E Js,, et z,,* E TX,, . 
On a 
<XA - x0 ) x*> = h<x, , YA*) - wo 3 Yn*) + GA - x0 > xx*> 
3 hj(xJ + hj*(h*) - hr - Aj(x,) 
- +*(YA*) + c% - x0, .%*> 
3 (3 - x0 , zA*> - AC - hj(xo>, 
ce qui, joint a la coercivite d T, entraine que x,, reste borne dans X lorsque 
X 4 0. D’apres la proposition 7.1, x* G R(T). Q.E.D. 
COROLLAIRE 8.1 (cf. [9, lo]). On suppose X rt@xif. Soit T : X-+ X* un 
ophteur monotone maximal coercif. Alors R(T) = X*. 
Un enonce plus precis que ce corollaire a CtC obtenu par Rockafellar [25] 
qui donne une condition ecessaire etsuffisante pour que, X &ant reflexif, 
l’operateur monotone maximal T : X -+ X* soit surjectif (voir au No 9 une 
extension du resultat de [25] au cas non reflexif). 
COROLLAIRE 8.2. Soit f une fonction convexe propre s.c.i. SW X. On suppose 
w f (x)/II x II - + co Zorsque x E domf et I/ x J] + + 00. Alors R(af) est 
dense dans X* pour la norme de X*. De plus D(af *) = X*. 
Dkmonstration. L’operateur af : X- X* etant monotone de type dense 
(theoreme 3.1), il suffit de verifier qu’il est coercif. Soit x0 E dom f. Lorsque 
x* E af(x), on a 
<x - x0, x*> aft4 - f (x0), 
ce qui entraine que af est coercif. Q.E.D. 
COROLLAIRE 8.3. L’image de X par E’application de dualite’ J est dense duns 
X* pour la norme de X*. 
COROLLAIRE 8.4 (cf. [3]). Soit C un ensemble convexe fermk borni de X. 
L’ensemble des formes d’appui de C est dense dans X* pour la norme de X*. 
La proposition suivante, forme locale du theoreme 8.1, a CtC don&e 
dans [26] dans le cas particulier oti X est reflexif etT monotone maximal. 
PROPOSITION 8.1. Soit T : X -+ X* un opkateur monotone de type dense. 
Soit x0* E X*. On suppose qu’il existe x0 E X et a > 0 teki que ([ x (1 > ff. 
x E D(T) et x* E TX impliquent (x - x0, x* - x0*) > 0. Ah x0* E cl R(T). 
De plus x0* E R(T). 
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Demonstration. I1 suffit de montrer que x0* E R(T). Par translation se 
ram&e au cas x0* = 0. Fixons E > 0. Pour rappel, JE = a,jouj(x) = @(I/ xII). 
Choisissons /3suffisamment grand pour que /I > (II et @(/3) - E - j(xJ > 0. 
D’apres le thtoreme 4.1, on peut ecrire 0 = hyA* + xA* avec yn* E lcxA et 
zA* E TX, , Si j/ x, j/ > is, alors par hypothese, (xA - x0 , zA*) 3: 0, c’est-a- 
dire (xn - x,, yA*) < 0. Mais par ailleurs 11xA /) > ,8 entraine 
(“A--xo,YA*) =(xA,YA*)- (%,YA*) 
2.8%) +i*(a*) - E -A%) -i*(YA*> 
> Q(p) - E - j(x,) > 0. 
D’oti )I x, // < j3 pour tout A > 0. En particulier x, reste borne dans X lorsque 
A 4 0, ce qui entrame (proposition 7.1) que 0 E R(T). Q.E.D. 
9. OP~RATEURS MONOTONES LOCALEMENT BORN& 
Considerons pour un operateur T : X--f X* la condition 
int conv D(T) fI vide (94 
(int designe l’indrieur pour la norme). Les operateurs monotones verifiant 
(9.1) ont et6 CtudiCs par Rockafellar [25] q ui a prouve entre autres le resultat 
suivant oti T est appele localement borne en x s’il existe un voisinage (pour 
la norme) Y de x tel que TV = (Jyey Ty soit borne dans X. 
PROPOSITION 9. I (cf. [25]). Si l’op&ateur monotone maximal T : X -+ X* 
vt!rifie (9.1), alors T est localement borne’ en x E cl D(T) si et seulement si 
x E int D(T). 
De plus, [25] montre que lorsque X est reflexif, lacondition (9.1) est 
satisfaite parl’operateur monotone maximal T : X -+ X* s’il existe un point 
de cl D(T) oh T est localement borne. On va Ctendre ici ce resultat au cas 
non reflexif. 
DCsignons par %T I’operateur t anslate d T par x E X: 
.T:X-+X*:yt+T(y+x). 
PROPOSITION 9.2. Soit T : X--P X* un optkateur monotone maximal tel que 
=T soit de type dense pour chaque x E X. Si T est localement born6 en un point x
de cl D(T), alors x E int D(T) (d’oic (9.1) est satisjait). 
Dkmonstration. Lorsque X est reflexif, cette proposition est prouvee 
dans [25]. Mais la reflexivitt n’intervient effectivement dans la demonstration 
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de [25] que par l’intermediaire de [27], pour montrer que cl D(T) est convexe. 
Ici cette convexite st ass&e par le theortme 7.2. Q.E.D. 
Au moyen des propositions 9.1 et 9.2, on peut Ctablir diverses propriMs de 
l’image d’un operateur S : X * --f X. Les corollaires suivants ont CtC donnes 
dans [25] dans le cas particulier oh X est reflexif. 
COROLLAIRE 9.1. Soit S : X* + X un op&ateur monotone maximal tel que 
S, soit de type dense pour chaque x E X. Alors 0 E int R(S) si et seulement si
O~clR(S)etiZexisteor>Oet~>Otelsquex~Sx*et/~x*(/~olimpliquent 
II x II 2 P* 
De’monstration. Posons T = S-l. D’apres les propositions 9.1 et 9.2, 
0 E int D(T) si et seulement si 0 E cl D(T) et T est localement borne en 0. 
Cette derniere condition signifie qu’il existe a > 0 et /3 > 0 tels que x* E TX 
et 1) x 11 < /3 impliquent 11 x* jj < 01. Q.E.D. 
COROLLAIRE 9.2. Soit S : X* + X un ope’rateur monotone maximal tel que 
S, soit de type dense pour chaque x E X. Alors R(S) = X si et seulement si la 
condition suiwunte est ve’ri@e: xi E Sxi* (i = 1, 2,...) et // xi* II-+ + 03 
entrafnent que la suite x1 , x2 , . . . ne converge pas pour la norme de X. 
Dbmonstration. Posons T = S-i. La condition de 1’CnoncC signitie que T 
est localement borne en chaque point de cl D(T). D’aprts la proposition 9.2, 
ceci implique que cl D(T) = int D(T), d’oti D(T) = X. Inversement la 
proposition 9.1 montre que si D(T) = X, alors T est localement borne en 
chaque point de X. Q.E.D. 
La condition ecessaire etsuffisante du corollaire 9.2 est satisfaite lorsque 
S-i : X + X* transforme un borne en un borne, en particulier lorsque S est 
coercif. On retrouve ainsi un resultat qu’on aurait pu obtenir directement a
partir de la resolvante approchee (hG, + S)-l en raisonnant comme dans la 
demonstration du theoreme 8.1. 
10. APPLICATION 
Soit Sz un ouvert borne de Rn, de frontiere r suffisamment regulihe. On 
considere le probleme suivant: trouver u solution de 
- Au + P(U) = f dans 52, (10.1) 
u=o sur T. (10.2) 
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L’exemple classique correspond a p(u) = j u [Q u avec p > - 1 et se traite 
[16] dans le cadre des espaces de Sobolev habituels. On a ici en vue le cas 
p(u) = uelUi pour lequel il faut utiliser des espaces d’Orlicz non rt?llexa& 
Rappelons quelques definitions (voir [14]). Soit M : R -+ R+ une N-fonc- 
tion: M(u) = Sip(t) dt oh p : R + R est impaire t non decroissante, con- 
tinue g droite pour t > 0, positive pour t > 0 et tend vers + CO quand 
t + + co. On designe par T&(Q) I’ensemble des (classes de) fonctions u
mesurables ur Q a valeurs reelles telles que jn M(u(x)) dx <: co et par 
T&,(Q) l’espace vectoriel ngendrt par T?(Q); la jauge de 
d&nit sur ZM(J2) une norme 11 /j sM(n, qui en fait un espace de Banach. Soit 
&$,&J) la fermeture de L”(Q) dans xM(Q); &&I) muni de la norme induite 
par &ZM(Q) est separable, t on a les inclusions &(Q) C $$(Q) C &QQ), 
avec CgalitC si et seulement si M satisfait la &condition: il existe k 
et u0 tels que M(2u) ,< KIM(u), Vu > u,, .Le dual de gM(Q) s’identifie, au 
moyen du produit scalaire & u(x) w(x) dx, a xN(l;l) oii IV est la N-fonction 
conjuguee (cf. (1.1)) de M. 
THBORBME 10.1. Soit M(u) = J,“p(t) dt une N-fonction. On suppose en 
plus: (i) p continue; (ii) inft+Op(kt)/p(t)--+ + 00 quand k---f + CO; (iii) la
N-function N conjugke de M satisfait la A,-condition. Soit f don& duns 
H-‘(Q) + &@). II existe alors une et une seule solution u de (10.1) et (10.2) 
vh$iant u E W(Q) n S&(L?) et p(u) E HN(Q). 
Dt!monstration. On pose X = H,1(Q) n gM(Q); c’est un espace de Banach 
pour la norme 
II u Ilx = sup{11 u IlIf&9; II u ll8&2,>. 
Son dual X* s’identifie a H-l(Q) + J&(Q) C9’(sZ) et son bidual X** a 
H,,l(Q) n T&,(Q); X et X* sont &parables. 
D’aprb [14, p. 1861, p(u) E &@) lorsque u E gM(Q), d’oh la formule 
(v, Tu) =i j,ggdx+ jnNWx 
j=l 3 3 
definit pour chaque u E X un Clement Tu E X*, qui n’est autre que le gradient 
(de FrCchet) en u de la fonctionnelle 
X+R:v+l jQ($)‘dx+ jDM(v)dx. 
3 
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L’operateur T : Xi-, X* est done monotone de type dense (thtortme 3.1). 
Montrons qu’il est coercif. I1 suffit essentiellement de prouver que 
L’hypothese (ii) signifie qu’il existe k, > 0 et h : [k, , + c.c[ -+ Rf continue 
tels que 
pm k(k) = + M 
et 
PW z 44 P(t), Vt > 0, Vk 3 k,; 
ceci donne par integration 
M(kv) 3 k&V M(v), t’v E R, Vk 3 k, . 
On a alors, pour B > 0 et (1 u I18M,cn, > k, + E, 
par dbfinition de (/ j18M,cn,; d’oh 
pour II u I18M,cnj > k, , ce qui, joint a 
P(v) v = M(v) + w(4), Vv E R, 
entraine (10.3). 
Par conkquent le theoreme 8.1 assure I’existence de 
(10.4) 
u E x** = H&2) n s#2) 
vbrifiant f E 554, relation qu’il reste A interprster. 
Posons D(A) = (u E X**; p(u) E T&(Q)} et Au = - Au + p(u) pour 
u E D(A). II est clair que A : X** --, X* prolonge T et est monotone. On va 
prouver que A est ferme pour la topologie F2 . Comme T est monotone de 
type dense, il en resultera (lemme 2.1) que T = A, ce qui achevera la dtmon- 
stration d’existence. 
11 suffit de verifier que A est sequentiellement ferme pour Fz , cf. No 2. Soit 
done (ui; i EN} une suite dans D(A) telle que ui --f u pour 0(X**, X*), 
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1) ui /lx** --+ 11 u jJx** et AZ+ -fg en norme dans X*. D’aprb le thCorCme de 
Rellich-Kondrachoff, ui --+ u en mesure, d’oh 
p(q) --f p(u) en mesure. (10.5) 
Mais 
p(u,) reste borne dans HN(J2). 
En effet, il suit de (10.4) que 
(10.6) 
par consequent jJz N(p(uJ) d x reste borne, ce qui d’apres [14, p. 771 implique 
(10.6). Moyennant alors [14, p. 1321 ( on p ourrait aussi adapter [15, p. lo]), 
on deduit de (10.5) et (10.6) que p(u) E Y&,(G) et que p(u,) -p(u) pour 
0(&$(G), C’&(G)). Par suite u E D(A), et en passant a la limite dans 
<VP Aui) = gl J, $f & dx + S, PC%) V dx 
3 3 
pour v fixe E X, on obtient Au = g. 
L’unicitC de la solution resulte du fait que A : X** + X* est strictement 
monotone. Q.E.D. 
Remarques. 1. 11 suit de (10.4) que la solution u appartient en fait a 
K&9. 
2. On trouvera dans [14, p. 25 et suivantes] diverses conditions portant 
sur p pour que (iii) ait lieu. Par exemple si p est convexe pour t suffisamment 
grand, alors p satisfait ( ii). 
Les hypotheses du theoreme 10.1 sont remplies lorsque p(u) = 1 u 10 u 
avec p > - 1 ou p(u) = z@l (employer la remarque ci-dessus). Dans le 
second cas, M ne verifie pas la da-condition, d’oh les espaces de Banach 
utilises ne sont pas reflexifs. 
COROLLAIRE 10.1 (cf. [16]). SoitfEH-1(9) +H(sZ) oic l/p + l/p’ = 1 
et p = p + 2, p > - 1. I1 exi>te un et un seul u dans HI(Q) CT LP(Q) vhifiant 
-Au+IuIou=f duns Q et u=o SW r. 
COROLLAIRE 10.2. Soient M(u) = 1 u 1 eluf - el”l + 1 et N la N-fonction 
conjugube. Soit f E H-l(Q) + .%$(Q). I1 existe un et un se-u1 u vhzjiant 
u E HI(Q) n &$&I), ueIUI E %$,(Q), 
- Au + uel”l = f duns f2 et u=o SW r. 
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